

























































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































　　　　　　　　　　　　　ノ　　　　ノ　　　　　　　ノタnl　 Yn2　 ・．・　Ynn 　　 　　 　 　　 　夕 nl　y n2　 ．・，　y　nn
であるから，この式の右辺の各行列式を変形
してみる。各yjが（3・2）すなわち（3・1）の解
であることから，U」の第ま成分yt」の導関数
夕’tノは（3・1）により
〃’iゴ＝ailyll＋ai2y2ゴ＋；・・α‘ツ漁＝Σα‘欧，
　　　　　　　　　　　　　　陀一且
をみたすはずである。したがって
Yll　ツ12　－°y1π
Y21　　Y22　　　°°，　づノ2n
　　ノ　　　　　　　ノノ
yilyi2’”ynn
Yni　　Yn2　　　．°．　Ynn
…　Yll
…　Y22
　　　…　　．Sathyicn
　　k－1
…　Ynn
．Σ　aiiC
n＝t
Yln
Y2n
Yin
Ynn
y11　Yl2　・°°　yln
∠ソ21　夕22　　・冒・　　夕2n
Yk1　ごソic2　　°°°　ニソ㌃π
Yηl　Yn2　　．，・　Ynn
＝aii1）（x）
11
Q1
y
綿
ノ
Y12
Y22
n　　　　　　　　　　　　n
Σα繊重Σa繊2
k＝i　　　　　　陀＝1
Ynl
＝aii
Ynl
12
Q2
汲
Q
°
岨
夕
y
”
第
鱒
ッ
ー1
P2
c
“
”
旭
y
一
ン
　
y
　
ツ
となる。よって
D’（X）　＝ai、1）（X）＋a22D（X）＋…＋a22D（X）
　n＝．Xa“1）（x）
　i＝1
　　　　nとなる。・Σati＝αとおけば，1）’（X）＝αD（X）
　　　　i＝1
すなわち
　　　D’（x）一αD（x）＝0
となる。両辺VC　e－axをかけると，左辺はD，（X）
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e’α一αeX－axD（x）＝〔D（x）e一αx〕’となるから
　〔D（x）e’aX〕’＝0　　∴D（x）e’”x＝・C（定数）
すなわち
　　　1）（x）”＝　Ceαx
となる。よって，Cキ0なら，　D（x）はxの値
の如何にかかわらず，決してゼロにはならな
いし，C＝0ならぽ，κは何であっても，D（x）
は恒等的にゼロになる。（証明終）
　D（x）＝lUIY2…〃沼が決してゼロになら
ないとき，（3・2）の解の組Yl，　U2，…，　Ynを，
1組の基本解という。
　定理3・2　Yl，〃2，…，　Ynを（3・2）の1組
の基本解とすれば，（3・2）の任意の解yは，
Yl，　Y2…，Unの定数係数の1次結合としてあ
らわされる。
　証明　仮定により任意のκに対してD（x）＝
lYIY2…Un　lキ0であるから，各　xve対して，
ベクトルYl，　U2，…，〃・は1次独立であり，
これらはいずれもn次元ペクトルであるから，
n次元空間の基底を構成する。したがって，
n次元ベクトルgは，〃1，Y2，…，　Ynの1次
結合になる。・各κに対してgは〃1，Y2，…，
Ynの1次結合になるが，結合の係数は一般に
Xに依存するかもしれない。そのことを考慮
に入れて
　　y＝αi（x）yl＋α2（x）u2＋…＋α。（x）Un
とかくことができる。この式の両辺を微分す
ると
　　y’＝α1（x）y、’＋α2（x）u2’＋…＋α。（x）Y。’
　　　＋α・’（x）Yl＋α2’（x）Y2＋…＋α。’（x）u。
となるが，右辺の前半は，〃1，Y2，…，　Unが
（3・2）の解であるから
　α1（X）y・’＋α2（X）92’＋…αn（X）y。’
＝αi（X）Ayi＋α2（X）Au2＋…α。（X）Ay。
＝A（α、（x）〃1＋α2（x）Ay2＋…α。（x）Ay。＝Ay
となる。一方yも（3・2）の解であるから，左
辺も・4uである。よって，すべてのXVこ対して
　α1’（x）Yl＋α2’（x）Y2＋…＋α。’（x）yn＝0
である。Yl，　Y2，…，〃・はすべてのκに対し
て1次独立であるから，したがって，α1’（x）
定数係数線型連立微分方程式・差分方程式の解の一般型
＝α2’ ix）＝…＝α’n’（x）＝0でなくてはならな
い。よって　α1（x）＝Cl，α2（x）＝　C2，…，αn
（x）＝C。，各C，は定数，である。すなわち
　　〃＝C1〃1＋C2〃2＋…＋C。〃。
とかくことができる。（証明終）
　定理3・2　により，微分方程式（3・2）のす
べての解を求めるためには，1組の基本解を
求めればよいことがわかった。そこで，（3・2）
の基本解を求めることを考えてみよう。
　そのために，いま
とおいて，このUが（3・2）の解となるように
tとpの値を決めることを考える。このyを
（3・2）に代入すると，〃’＝（petx）’＝加e‘∬であ
るから，y’＝Ayはipetx　．＝！Apetxとなるが，
両辺をetxで割ると
　　　　tp＝A．P
という関係式がえられる。この関係は，tが
Aの固有値であり，pが対応する固有ベクト
ルであることを示している。すなわち，行列
Aの固有値Rと，対応する固有ペクトルPtc対
してでY　・peaxを定義すれば，この〃は（3・2）
の解を与えるのである。
　Aの固有値を21，λ2，…，2nとし，対応す
る固有ベクトルを、p1，　p2，…，　Pnとする。こ
こで場合をわけて考えよう。
　（a）Rl，　R2，…，2nがすべて相異る場合
第2節の最初に述べた定理2・1により，この
場合は，固有値21，λ2，…，λ。に対応する固
有ベクトルPl，　p2，…，　Pnは1次独立であ
る。そして，n個の解ベクトルの組
　　y・＝P・ea’x，〃2＝P2ea2x，　Y。＝P。eanx
は1組の基本解になる。なぜなら，行列式
　Dω＝1〃・〃2…〃。1
　　　判P・P2・・’P。　1　e〔n＋…＋a”）x
は，p・，　p2，…，　Pnの1次独立性から，決し
てゼロにはならないからである。したがって，
この場合，（3・2）の解の一般形は，定理3・2
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により
　　U　＝CiPieAix＋C2P2e‘2x＋…＋C。　P。enx
で与えられる。
　（b）　R，，22，…，ムのなかに重根がある
場合。この場合を扱うのに，第2節で述べたジ
ョルダンの標準形が必要になる。行列Aの相
異る固有値をλ1，R2，…，為とし，　それら
の重複度をMl，　M2，…，　miCとする。このと
き，第2節の結果により，適当に正則行列P
をえらんで，Aをジョルダンの標準形
ﾉ∴〕
にすることができる。ここでB，は固有値λ」に
対応するm」次の正方行列で，つぎの形をもつ。
Bi＝
圃
－
義
」
　
2
ゐ
0
0
1
幻
　
ろ
ー
＼4
ゐ
o
え
、
Bゴの対角線上に並んでいる各ジョルダン区画
は，対角線上にろが並び，その右隣りに斜めに
1が並び，その他の要素はすべてゼロである。
　行列Aのm重の固有値λに対応する上記の
m次の行列Bの中の1つのジョルダン区画を
Cとし，その大きさをrとする。
c－ k∵乳〕
」（A）＝P“iAPの第i行から第∫＋r行まで，
第i列から第i十r列までの要素から成るr
次の小行列が上記のCであるとし，行列Pの
第i列から第i十r列までの列ベクトルSfpi，
Pi．1，…，　Pi＋rとすれば
　　　AP・・　Pl（A）
の両辺の第i列から第i＋r列までを比較す
ることによって
∠4Pi　＝・　lpi，　APi＋1＝や‘＋1十Pi…，4P‘＋r＝2Pi＋，十
Pi＋r－1　が成立していることがわかる。これ
は第2節で述べたPのつくり方から，当然の
ことであり，Pi，　Pi．1，…，　Pi＋rは固有値2
に対応する長さrの特性系列になっている。
これに対して，次の定理が成立する。
　定理3・3　Aの固有値2対応する長さrの
特性系列の1つをPl，　p2，　Prとし，これらを
用いて関数ペクトルUl（x），吻（x），　Ur（x）を
　　u1（x）＝Pl
　　U2（X）＝PIκ＋P2
　　u・（x）－t，P・X・＋P・x＋P・
　　　砺ω一（　　　1r－1），Plx”1＋（。呈，），
　　P2x「－2＋…＋P，．lx＋Pr
で定義すれば，r個の関数ベクトル
　　yゴ＝・uゴ（x）eax，ノ＝1，2，…，　r
はいずれも微分方程式（3・2）の解になってい
る。
　（証明）　まず，Ud（X）の形から
　　u／（x）＝砺二1（x）
となることはすぐわかる。また，Pl，、p2，…，
p。がλに対応する長さrの特性系列であるから
　　　4Pl＝えPl
　　　Ap2　＝　lp2＋P、
　　　APr＝2Pr十P，－1
という関係が成立っている。これから
　　　　　ズブー1　　　　　　　　　　xj　2AU」（x）＝　　　　　　　　　Ap，＋
　　　　（ブー1）！　　　　　　　　（ブー2）！
　　　　・4P2＋…＋x／lpゴー什AP」
　　　　一（ノ書）！lpi＋（ブ誓｛）！
　　　　（iP2＋P・）＋…＋x（2P」一エ＋Pj－2）
　　　　十ipゴ十Pノー1
　　　　－R（σぎi’）！P1＋叶
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躰1＋P’〕＋〔（xj－2ブー2）！Pl
　＋…＋XPd．2＋Pゴ．・）
＝λ砺（x）十砺一1（x）
という関係がえられる。これらを使うと，Y」
＝uゴ（x）e2xが（3・2）の解であることはすぐわ
かる。実際
　y〆＝u’ゴ（x）eax＋え吻（x）eA・　・＝　U」－i（x）e2x十
　　　　Ruj（x）elx＝（2砺（x）十uノー1）x））eax＝
　　　　AUj（x）eax＝Ayゴ
となるからである。（証明終）
　行列Aの相異る固有値を21，R2，…，為と
し，それらの重複度をMl，　M2，…，　miCとす
れぽ，ジョルダン標準形／（A）＝P’iA’．Pにお
ける固有値λノに対応する各ジョルダン区画に
対して，その区画の大きさがrのとき，Pの
対応するr個の列ペクトルが長さrの特性系
列になり，上記定理（3・3）により，それらの
列ペクトルを用いて，r個の解ペクトルyを
つくることができる。λゴに対応するすべての
特性系列の長さの合計はろの重複度mRC等し
いから，定理3・3の方法により，λゴに対応す
るm」個の解ベクトルをつくることができる。
各λノに対してえられる〃η個の解ペクトルは，
全体でその個数mt〃Mi＋M2＋…＋miC・＝n個に
なるが，これらn個の解ベクトルは微分方程
式（3・2）の1組の基本解を構成する。なぜな
ら，これらn個の解ベクトルを順次Yl（X），
Y2（X），…，　Yn（X）とすれば，各yゴ（X）の形か
ら明らかに〃ゴ（0）＝・P」であり，Pの正則性から
　D（0）＝1〃・（0），〃2（0），…，〃・（0）1＝
［PiP2…Pn　l＝1．PIキ0であって，　した
がって定理3・1により，すべてのκに対して
D（x）キOとなるからである。　そして，定理
3・2により，一般解yは，C，，　C2，…，　Cnを
任意定数として
　　y＝C1〃1十C2Y2十…十CnYn
の形で与えられるのである。以上を定理とし
てまとめておく。
定数係数線型連立微分方程式・差分方程式の解の一般型
　定理3・4　微分方程式（3°2）の係数行列A
の相異る固有値をR1，え2s…，為とし，それ
らの重複度を伽1，M2，一・一，職とする。　Aを
ジョルダン標準形1（A）＝．P－1APに変換する正
則行列Pの各列ペクトルをPl，　P2，…，　Pnと
する。これらは順次21，R2，…，21iに対応す
る特性系列を形成するが，そのうちの最初の
Ml個が21に対応する特性系列であり，次の
M2個が22に対応する特性系列であり，以下
同様にして，最後のMk個が2㌃に対応する特性
系列になっているものとする。λ’に対応する
M」個の特性系列は，さらに，長さがそれぞれ
1，2，…，I」（ここでI」は最小多項式中のλ’
の重複度である）であるものをいくつかずつ
含むが，それらのうちで長さがrであるもの
からは，定理3・3の方法により，r個の解ベ
クトルをつくることができる。こうして，ま
ず2・の各特性系列ごとに，全体でm・個の解
ベクトルがえられるから，それらを順次
　　　Y1，　Yl，　Yml
とする。次いでλ2に対して同様に．してM2個
の解ベクトル
　　y肌1＋i，　　Uml十2，　　°，噸，　　Uml＋刀¢2
をつくり，同様に続けて，すべてのえ1，鉱
一｝一 Cλ繍こ対して求めた解ペクトルの全体を
　　　〃工，　　〃2，　　‘・’，　　Yn
とすれば，これらは微分方程式（3・2）の1組
の基本解な構成し，一般解は，これらの定数
係数の1次結合として
　　　CIYI十C2Y2十CnYn
で与えられる。
　　この定理にもとついて，例題をやってみよ
　う。
　〔例1〕　Jl’1　・）1t
　　　　　　N’2＝2）Jl十）r2
　　　　　　y’3＝3yt　　　　十Ys
行列形でかくと
　　Y’1　　　1　0　0　　Yl
　　y’2＝　210　y2
　　y〆3　　301　Ys
　　　　　　　　1　0　0
係数行列A＝＝210　は，第2節の例
　　　　　　　　3　0　1
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として考察したものである。そこで示したよ
うに，Aの固有値は1で，その重複度は3で
あり，行列
　　　　　　0　0　1
　　　P＝　　1　2　G
　　　　　　O　3　0
を用いて，Aをジョルダン標準形にすること
ができる。
　　　　　　　　　　　巨］00
　　ノ（A）＝P－i／1」P＝　8（6一王弐
行列Pの第1列．ρ1は長さ1の特性系列であり，
第2列ρ2と第3列p3は長さ2の特性系列であ
るから
　　yl＝plex，　y2＝P2eX，　Y3・＝（P2κ十P3）eX
とおくと，これらは1組の基本解を与える。
よって一般解〃は
　　y＝CIUI＋C29・＋C3〃3
　　　　0　　　　　　0
　＝（］i　l　eX　十　C2　2　eX十C3
　　　　0　　　　　　3
で与えられる。すなわち
　　Yl＝　　　　　　C3eX
　　ツ2＝（C1十2C2十2C3x）eX
　　Y3　＝＝　　　　（3σ2十3C3x）eX
が求める解である。
〔例2〕 o；ll：要辞、，、
　　　　　　　A－（
－
％
頷
eX
右辺の係数行列　適1）の固有値
は2で2重根である。λ　・＝2に対して
A－一λ・　＝＝　（：ll困ll｝・（A・一一λ∫）z
＝＝
i：｝｝）2判ll）
であるから最小多項式tt（t－　2）2であり・し
たがって特性系列の長さet　2である。固有べ
…レはcB）という形をもつからP・一
ほ）とおく・次い’…（A－・J）P・－P1からP・
を求めると，P週1）は条件に合う・
　　P－（P・P・）一ほ？）
とおくと，Aのジョルダン標準形は
ノ㈹一P－・AP－（－1　°1　、）　（一｝1）（｝2）
　　　　一儲
となり，ジョルダン区画はサイズ2のものが
唯1つである。p1，　p2が長さ2の特性系列に
なるから
　　Ui＝：pte2x，〃2＝（PIκ＋P2）e2x
が1組の基本解となり，一般解yは
〃・・Cl〃1＋C・〃・－C1（1）e・・　＋C・偽、〕・・
すなわち
　　Yi＝（C1十C2x）e2x
　　Y2　＝（C1＋C2＋C2x）e2x
となる。
　定理3・2の方法で一般解を求めるには，係
数行列Aの各固有値に対応する特性系列をす
べて求めなくてはならない。上記の〔例1〕，
〔例2〕のように行列のサイズが小さいとき
は，それはあまりむずかしいことではないが，
行列のサイズが大きくなると，一般に，かな
り面倒になる。
　4　定数係数連立線型差分方程式
　　　の解
　前節で微分方程式に対して展開した理論は，
ほんの少しの変更を加えるだけで，橡とんど
そのまま，差分方程式に対して当てはめるこ
とができる。
　ここでは，整数値をとる変数Xの未知関数
Yl（x），　y2（x），…，　Yn（x）に関する連立差分
方程式
Yi（x十1）＝　auyl（x）十a1　2Y2（x）十…十a1nYn（x）
ツ2（x．十1）　・a21Yl（x）＋a22ytl（x）＋…＋a2。Yn（の
　　　　　　　　　　　　　　　　　（4・1）
yn（x＋1）＝a。1y・（x）＋a。2y・（x）＋…＋a。。yn（x）
の解の一般形を求める問題を考える。前節と
同様なペクトル，行列記号を用いて，（4・1）は
　　y（x十　1）＝＝A」y（x）　　　　　　　　　　　　（4・2）
とかくことができる。ここで，係数行列・4は
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正則であると仮定する。すなわちIAIキ0
と仮定する（註）。
　　（註）　lAト0のときは，　Aの行ベクトル
　　は1次従属となるから，yl（x），　y2（x），…
　　Yn（X）のうちのあるものは，他のyゴ（X）の1
　　次結合となってしまうから，未知関数の個
　　数を減らすことができる。
　定理3・1に対応して次の定理が成立する。
　定理4・1　Vl（x），　Y2（x），…，9n（x）を差
分方程式（4・2）のn個の解ペクトルとすれば，
それらを並べて得られる行列の行列式
　　Dω＝1　y，（x），〃2ω，…，9n（sc）1
はすぺてのκに対してゼロになるか，あるい
は決してゼロにならないかのいずれかである。
　証明　y」（x），1＝1，2，…，πはいず
れも（4・2）の解であるから，Y」（x＋1）＝
Ag」（X）である。これを用いて
　1）（x十1）＝lUl（x十1），　g2（x十1），…，
　　　　　　Yn（x十1）1
　　　　＝IAy，（X），　Au2（X），…，
　　　　　　A翫（x）｝
　　　　＝IAI1　y，（X），〃2（X），…，
　　　　　　y。（x）1
　　　　＝IAll）（x）
すなわち，D（x）は1階の線型差分方程式
　　1）（x十1）－IAll）（x）＝0
をみたす。ここで，仮定によりlAlキ0で
あるから，上式の両辺をIAlX＋1で割ると
　　　牟寄碁～一儀辛一・
すなわち
　　　a〔護『≧）一・
である。ここでAは差分記号である。よって
　　　　rl．ISR（R－・すなわち
　　　1）（x）＝Cレ11x
となる。ここでCは定数である。この形から
明らかなように，Cキ　OならばD（x）は決し
てゼロにはならないし，C＝0ならば，つね
にゼロである。（証明終）
定数係数線型連立微分方程式・差分方程式の解の一般型
　1）（X）＝　1轟ノ1（X），　〃2（X），　一。，　〃n（X）1カこ
決してゼロにならないとき，解の組u・（X），
U2（x），…，　Yn（x）を1組の基本解という。
　定理3・2に対応して，次の定理が成立する。
　定理4。2　Yl（x），　Y2（x），…，　Yn（x）を
（4・2）の1組の基本解とすれば，（4・2）の任
意の解y（X）は，これらUl（X），　Y2（X），…，
Un（x）の定数係数の1次結合としてあらわす
ことができる。
　証明　仮定により，各κに対してD（X）＝
lUl（x），　Y2（x），…，　Un（x）iキOであるか
ら，ペクトルYl（x），〃2（x），…，　Un（x）は各
κに対して1次独立であり，しかも，これら
はいずれもn次元ベクトルであるから，n次
元空間の基底を構成する。したがって，任意
の解であるn次元ベクトル〃（X）は，各∫に対
して，yt（x），　Y2（x），…，　Yn（x）の1次結合
になる。しかし，結合の係数はκに依存する
かもしれないから，そのことを考慮して
　　y（X）＝α1（X）9i（X）＋α2（X）Y2（X）＋…＋
　　　αn（x）Un（x）　　　　　　　　　　　　　　　（4●3）
とかくことができる。これはすべてのκにつ
いて成り立つ関係式であるから，　XをX＋1
でおきかえて
y（x＋1）＝α1（x＋1）Ui（x＋1）＋α2（x＋1）〃2
　　　（x十1）十…十an（x十1）Un（x十1）
がえられるが，ここで，〃（X），yj（X），ブ＝
1，2，…，nはいずれも（4・2）の解である
ことを考慮すると
　Ay（x）＝αi（x＋1）AUt（x）＋α2（x＋1）
　　Au2（x）＋…＋α。（x＋1　）AY。（x）
　＝A（α1（x＋1）U・（x）＋α2（x＋1）Y2（x）＋
　　…＋αn（x＋1）Y。（x））
がえられる。Aは正則だから，両辺に・4の逆
行列を左からかけて
　y（x）＝α1（x＋1）Yl（x）＋α2（x＋1）Y2（x）
　　　　　＋…＋α。（x＋1）U。（x）
がえられる。これと（4・3）式を比較すると
　α1（x＋1）〃1（x）＋α2（x＋1）Y2（x）＋…＋
　αn（x＋1）Yn（x）＝α1（x）Yl（x）＋cr2（x）Y2（x）
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　＋…＋αn（x）9。（x）
となる。移項して
（αi（x＋1）一α・（x））Yi（x）＋（α幽＋1）一
α2（x））〃2ω＋…（α。（x＋1）一α。（x））Y。（x）
　＝0
そして，各κに対して91（X），Y2（X），…，
Un（x）が1次独立であるから，各κに対して
　α1（x＋1）＝α1（x），α2（x＋1）＝α2（x），
　αn（x＋1）＝α。（x）
でなくてはならない，すなわち，α1（x），α2（x）
…，αn（X）はκに依存しない定数である。そ
れをC，，C2，…，　Cnとおけば，（4・3）は
　U（x）＝C・Yl（x）＋C292（x）＋…＋C。Y。（x）
となる。（証明終）
　定理4・2により，差分方程式（4・2）のすべ
ての解を求めるためには，それの1組の基本
解を求めれぽよいことがわかった。そこで
（4・2）の基本解を求めることを考えてみよう。
　そのために，ここで
　　　　　　Pi
　　“ω一P9が＝μ・
　　　　　　pl
とおいて，このU（x）が（4・2）の解となるよ
うにtとpを決めることを考える。このU（X）
を（4・2）に代入するとpt’＋i＝Aptxとなるが，
両辺をtxで割って
　　　　tpニAp
がえられる。これは，前節と同じく，tがA
の固有値であり，Pが対応する固有ペクトル
であることを示している。仮定によりIAi
キ0であるから，Aの固有値はゼロを合まな
い。Aの固有値を2，，　R2，…，2nとし，対応
する固有ベクトルをPt，　p，…，　Pnとすれ
ば，ろキ0，ノ＝1，2，…，nであって，
〃1（x）＝PIZIx，〃2（x）＝P2R2x，…，　翫（x）＝
P。2nXはいずれも（4・2）の解を与えるのであ
る。ここで場合をわけて考える。
　（a）　ゐ，Z2，…，λ。がすぺて相異る場合
この場合は周有ペクトルPl，　p2，…，　p。Ot　1
次独立になるから，n個の解ペクトルの組
　　〃・（X）＝P1え1x，〃・ω＝P222x，…，　Y。（X）
　　rPnえnX
は1組の基本解になる。なぜなら
　D（X）＝IU・（X），　Y2（X），…，Yn（X）1＝
　　lP，P2・・’P。　1λ1x22x…λ。x・t　O
となるからである。よって（4・2）の一般解y
（x）は
　U（x）　＝　C，p，2・x＋C2P2R2x＋…＋C。P。2。x
で与えられる。
　（b）R，，R2，…，2nのなかに重根のある場
合
この場合を一般的に扱うためには，特性系列
を使わなくてはならない。
　・4の固有値λに対応する長さrの特性系列
の1つをp1，　p2，…，　Prとする。これらは
1次独立なベクトルであって，関係式
　APi・　2P、，　Ap2＝　Rp2＋Pl，…，　Ap，　＝ipr
　十Pr，1をみたす。これに対して，定理3・3
に対応して次の定理が成立する。
　定理4・3　上記の特性系列を用いて
　Ul（x）＝Pエ
　u2（x）＝X【11P・＋2P2
u・（x）一許P1＋2x・1・P・＋2・P・
砺ω一
i，≦岩】！Pl＋（。蕩2iや・＋…
・書灘一3Pr－・・＋x・i・2・一・P・－i＋2・“lp，
によってα1（x），u2（x），…，　Ur（x）を定義し，
これを用いて
　9・ω＝u・（x）λx，Y2（x）＝u2（x）λx，…，
　　Yr（x）＝Ur（x）Rx
とおけば，Yl（x），　Y2（x），…，　Yr（x）は連立
差分方程式
　　9（x十1）＝Ay（x）
の1次独立なr個の解になる。　ここでκ［k］は
階乗関数（xのle階乗）x（x－1）（x－2）…
（x－　le＋1）をあらわす。
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証明　まずy」（X）ニU」（X）2Xが解になるこ
とを示す。
　　　　　　　x【d｝t］　　　　　　　　X〔」－2］　Auゴ（x）　＝　　　 　　　　　APt＋　　　　　　　2Ap2
　　　　　　（ブー1）！　　　　　　　　　（ブー2）！
・（ゴ彗1；〕！R・A・・＋…・x・1・糊P’－1
　　十2」－iAPj
（ブ彗ll，Zp・＋（ブ讐；1】！・（Rp・・P，）・
（ブ竺昔1】！・・（・p・＋P・）・…・・・…1－・（・pd－・
　　＋Pゴー2）＋λゴー1（勧＋Pゴ．1）
一〔（ブ娑ll！＋（ブ鍔！匝＋〔ゴ（鍔！
・（携；】！）・2P・＋…・（・・1・＋・）a・一・Pn－・
　　＋λ｛P」
－5籍蜜｝1加1＋ξ毬〔ぎi】・・P・＋…
　十（x十1）n］λゴーIPj－1十λjpゴ＝勉∫（x十1）
すなわち
　　∠4砺（x）＝加，（x十1）
が成りv．つ。よって
　YJ（x十1）＝Uj（x十1）Rx＋1＝AuJ（x）Rx
　＝Ay」（x）
となるから，y」（X）は解である。
tt 氓狽撃メ@Ui（x），　Y2（x），…，　Yr（x）が1次独立
であることを示そう。そのために
　αly・（x）＋α2y2（x）＋…＋α，Yr（x）＝0
とおく。　左辺の各y」（X）に砺（X）2Xを代入し，
Pl，　p2，…，　Prについて整理すると，　次の
関係式がえられる。
・x
i・・＋…111＋・・｛呉・…・ar（。甥】！）　Pl
・・x・・
k・・＋・…1］＋・・許・i…ar（X〔「－21r－2）！〕
　P2＋…＋λx＋「’2（α，一・＋α，X〔1】）Pr．・＋　2x＋”1
　αrPr＝0
ベクトルPl，　p2，…，　Prは1次独立であるか
ら，各pゴの係数はゼロでなくてはならない。
よって，2キOであるから
・・＋・…1］＋・・許・…＋ar（。竺1；】！一・
定数係数線型連立微分方程式・差分方程式の解の一般型
c・・2・cr3・1・x＋・・許・…・c・r（。芒琴】！一・
α，－1十α，X［1］
αγ
0
＝
0
＝
である。最後の式からαr＝0であり，これを
最後から2番目の式に入れてαr－1＝0，以下
同様にしてαドα2＝…α・＝Oとなって，1次
独立性が示された。　（証明終）
　この定理から，定理3・4に対応して，次の
定理がえられる。
　定理4・4　差分方程式（4・2）の係数行列A
の相異る固有値を21，22，…，2，とし，それ
らの重複度をMl，　M2，…，　Mkとする。各
固有値の特性系列の全体を
　　　」ρ1，　　」P2，　　…　　，　　」ρn
とし，このうちの最初のm・個がλ・に対応
する特性系列でありつぎのM2個がλ2に対
応する特性系列であり，以下同様にして，最
後のmiC個が為に対応する特性系列になっ
ているものとする。λゴに対応する特性系列か
ら成るm」個のペクトルは，さらに，長さが
1，2，…，ちである特性系列をいくつかずつ
含む。そのうちの長さがrであるものに対k
て，前定理により，r個の1次独立な解が対
応する。
　2・に対応する各特性系列ごとに前定理の方
法で関tw　U（X）を定め，それを用いてy（X）を
定義する。それらを
　　　〃1（x），Y2（x），…，　Ym1（x）
とする。次にR2に対して，同様にして
　　　Yml．1ω，〃m・．2ω，…，Ymi．2m（X）
を定め，このようにしてすべてのん，」＝1，
2，…，勧こ対して定めたy」（x）の全体を
　　　〃1（x），〃2ω，…，〃。（x）
とすれぽ，　これらは（4・2）の1組の基本解
であって，一般解y（X）はこれらの定数係数
の1次結合として
　　y（x）＝C・Yl（x）＋C，y、（x）＋…＋C。U。（x）
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とあらわすことができる。
〔例〕
o数1離蹴lll
係数行列唄雪：1〕の固龍は・で，・
重根である。Aの最小多項式は（t－2）2であ
るからAの特性系列は長さ2のものが1つあ
るだけである・固有ペクトルはC田の形…
なるからPl一圃とおくと，　P・は（A－・・）
P…Plから求められ・・P・一〔1）とえらぶ
ことができるから，このp1，　p2を使って
Ul（・）・Pl－〔1）・u・（x）－xp・＋ip1－　X
（1ト・困とおき，　Yl（・）－Ul（x）・・，　P・
（x）＝u2（x）2xでYl（x），　Y2（x）を定義すれば，
これが1組の基本解になる。　よって一般解
y（x）は
〃（x）＝＝C・〃・（・）・C・y・（x）－C・〔1〕2x・C・
〔3ぎ才2〕2x
すなおち
　　　Yi（x）＝（3C正十2C2十3C2x）2x
　　　Y2（x）＝＝（3C，→－3C2）2x
が求める一般解である。
5　おわ　りに
　第3節，第4節で扱った微分方程式，差分
方程式は，いずれも，いわゆる同次方程式で
ある。非同次方程式は・同次方程式の基本解
が求まれぽ，たとえぽ，定数変化法などの方
法により，解を求めることができる。
　社会科学で現れる微分方程式，差分方程式
では，解は実数値関数であることが要求され
る。固有値が複素数であり，対応する固有ベ
クトルが複素ベクトルである場合には，互に
共役な関数の組が現れるから，それらを組み
合せることにより，実関数の解をつくること
ができる。
　ここで採り上げた形の微分方程式，差分方
程式を解く際に，通常用いられる簡便法は，
未知関数を消去して単一の未知関数の高階線
型微分方程式をつくり，それらを解いて，そ
の一般解の形を原方程式に代入して，任意定
数聞の関係を求める，というものである。こ
の方法は，多くの本にその説明が載っている
ので，ここでは言及しなかった。ここで述べ
た方法は，ジョルダン標準形および関連する
特性系列という，いささか面倒な概念に基づ
くものであるだけに，必ずしも実践的な方法
とはいえないかもしれないが，解の理論的構
造を明確にする，という点では，大へん美し
い論理構成になっていると思う。
　なお，定理3・1，3・2，4・1，4・2，は定数
係数でなくても成立する性質であることを指
摘しておく。
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